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Chapitre 1 

Calcul matriciel 


Dans tout ce qui suit, K désigne R ou C. 


1.1 Définitions et propriétés 

Un tableau rectangulaire, de nombres ( C K ), de la forme 


an au ... a\ n \ 

<221 0,22 ■ ■ ■ 02 n 


\ Q"ml ^m2 


( 1 . 1 ) 


) 


est appelé matrice. Les nombres aij sont appelés coefficients de la matrice. 
Les lignes horizontales sont appelées rangées ou vecteurs rangées, et les lignes 
verticales sont appelées colonnes ou vecteurs colonnes de la matrice. Une 
matrice à m rangées et n colonnes est appelée matrice de type (m, n). On 
note la matrice (1.1) par (%■). 


Exemple 1.1.1. : 

1) La matrice nulle O = 


f 0 0 ... 0 \ 
0 0 ... 0 


a tous ses coefficients nuis. 


\ o o ... o y 

2) Une matrice (ai,...,a n ) ayant une seule rangée est appelée matrice 
uniligne. 


3 
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3) Une matrice 


f h \ 


ayant une seule colonne est appelée matrice uni- 


VW 

colonne. 


1) Une matrice ayant le même nombre de rangées et de colonnes est ap- 
pelées matrice carrée, et le nombre de rangées est appelé son ordre. 

2) La matrice carrée (a^) telle que Oÿ = 0 si i ^ j et an = 1 Vi est 
appelée matrice unité, notée par /, elle vérifie AI = IA = A, VA matrice 
carrée du même ordre que I. 

3) Deux matrices (a^) et (6ÿ) sont égales si et seulement si elles ont 
même nombre de rangées et le même nombre de colonnes et les éléments 
correspondants sont égaux; c’est à dire ftÿ = Vi, j. 


1.2 Opérations sur les matrices 


1.2.1 Addition 


La somme de deux matrices de type (m, n) (a^) et (6ÿ) est la matrice 
(cij) de type (m,n) ayant pour éléments Cÿ = pour i = 1, ...,m et 

i = 


Exemple 1.2.1. : 5Ï A = 


£ = 


1 5 3 \ 
3 2 2 y 


-4 6 3 \ „ / 5 -1 0 

et B = 

0 1 2 y y 3 10 


alors A + 


L’addition des matrices satisfait les propriétés suivantes : 
Pour A, B et C des matrices de type (m, n) on a : 

1) A + B = B + A 

2) (A + B) + C = A + (B + C) 

3) A + O = O + A = A où O est la matrice nulle 

4) A 4- (—A) = O où —A = .(■— dij). 
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1.2.2 Multiplication par un scalaire 

Soit A = ( dij ) et À G K, on définit 
Àan Acii 2 . . . Xa\ n ^ 

Àa 21 Xü22 ■ ■ ■ Xa,2n , > 

— yXO'ij 

Xa m i Xci m 2 • • • XcL mn J 

Exemple 1.2.2. : 

Si A = (2 7 8), alors 3A = (6 21 24) 

Cette multiplication vérifie : 

Pour A, B des matrices de type (m, n) 

1) A (A + B) = XA + XB 

2) (A -|- /i) A{ = A A fiA 

3) X(fiA) = (A v)A 

4) 1 A = A 



1.2.3 Multiplication des matrices 


Soit A = ( dij ) une matrice de type (m, n) et B = une matrice de 

type (r,p), alors le produit AB ( dans cet ordre ) n’est défini que si n = r, 

j=n 

et est la matrice C = (eu) de type (m^p) dont les éléments eu = E CLijbjl- 



4B = ( 3(1) + 2(5) + (— 1)(6) 3(0) + 2(3) + (— 1)(4) 

\ 0(1) + 4(5) + 6(6) 0(0) +4(3) + 6(4) 

/ 7 2 6 

y 56 36 16 


3(2) + 2(1) + (— 1)(2) \ 
0(2) +4(1) + 6(2) J 


Le produit matriciel vérifie les propriétés suivantes : 


1) A {AB) = (A A)B, A G K 

2) A{BC) = ( AB)C 

3) (AA B)C = AC + BC 
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4) C(A + B) = CA + CB 

Pour vu que les produits qui figurent dans les expressions soient définis. 


Remarque 1.2.1. . 

1) La multiplication matricielle n'est pas en général commutative, c.à.d 
AB ± B A. 

2) La simplification n'est pas vraie en général, c.à.d AB = O n’entraîne 
pas, nécessairement A = O ou B = O. 

3) Une matrice carrée A est inversible s’il existe B telle que AB = B A = 

L. 


Exemple 1.2.4. 

t „ / 1 0 
1} ~ ( 0 0 


, B -- 


0 1 
1 0 


, alors AB = 


0 1 
0 0 


BA-- 


0 0 
1 0 


2) A = 


1 1 
2 2 


ÏO,B = 


-1 1 
1 -1 


ÿé O et pourtant 


AB : 


0 0 
0 0 


= O 


1) Une matrice du type 


/an 0 

0 a 2 2 0 . . . 


0 \ 


0 


c’est à dire Oÿ = 0 pour 


^ 0 ... 0 a nn J 

i j est appelée matrice diagonale. 

/ ûii \ 


2) Une matrice du type 

(a n 0 ... 0 \ 

Û22 ' ■ ■ : 

0 


0 a 2 2 

y 0 ... 0 a nn J 

est appelée matrice triangulaire. 


y ^ nn J 

La première vérifie a^ = 0 pour i > j et la seconde a^ = 0 pour i < j. 
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3 ) An lieu de AA on écrit tout simplement A 2 , de même A 3 = A 2 A .... 

4 ) Si les lignes et les colonnes d’une matrice sont échangées, la matrice 
obtenue est appelée transposée de la matrice d’origine ; la transposée de A 
est notée t A. 

5 ) Si A = (a,ij), alors *A = (6ÿ) avec bÿ = a^, on a t ( t A ) = A. 


Exemple 1.2.5. : 
/I 4 \ 
Si A = 2 5 

V 3 6 / 


alors l A = 


1 2 3 \ 
4 5 6 y 


1.3 Matrices élémentaires 


1.3.1 Opérations élémentaires sur une matrice 

Soit A une matrice, on appelle opération élémentaire sur A l’une des 
transformations suivantes : 

1) Ajouter à une ligne ( resp à une colonne ) de A une autre ligne ( resp 
colonne ) multipliée par un scalaire. ( Rj < — Rj + kRi) 

2) Multiplier une ligne ( resp une colonne ) de A par un scalaire non nul. 

(Ri <— kRi) 

3 ) Permuter les lignes ( resp les colonnes ) de A. ( Ri < > Rj) 

Soit e une opération élémentaire sur les lignes et e(A) désigne les résultats 
obtenus après l’application de l’opération e sur une matrice A. 

Soit E la matrice obtenue après l’application de e sur la matrice unité /, 
c’est à dire E = e(I). E est alors appelée la matrice élémentaire correspon- 
dant à l’opération élémentaire e. 

Exemple 1.3.1. ; 

Considérons la matrice unité d’ordre 3 . 

1 ) Permuter les lignes L 2 et L3. 

2 ) Remplacer ligne L2 par — 6L2. 

3 ) Remplacer ligne L3 par — 4 Li + L3. 


(1 0 o\ 


l 0 0 \ 


/ 1 0 °\ 

0 0 1 

U 2 = 

0-6 0 

| et Es = | 

0 1 0 

\0 1 0 j 


\0 0 1) 


\-4 0 lj 


sont les 
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matrices élémentaires correspondantes. 

Théorème 1.3.1. . 

Soit e une opération élémentaire sur les lignes et E la matrice élémentaire 
correspondante d’ordre m, alors e(Â) = EA pour toute matrice A de type 
(m, n). 

Les opérations élémentaires ont des opérations inverses du même type 

1) Permuter Ri et Rj est son propre inverse. 

2) Remplacer Ri par kRi et remplacer Ri par sont inverses 

3) Remplacer Rj par kRi+Rj et remplacer Rj par — kRi+Rj sont inverses. 
Supposons que e' est l’inverse d’une opération élémentaire sur les lignes 

e, et soit E' et E les matrices correspondantes. Alors E est inversible et 
son inverse est E' . En particulier un produit de matrices élémentaires est 
inversible. 

Théorème 1.3.2. . 

Soit A une matrice carrée, alors A est inversible si et seulement si A est 
un produit de matrices élémentaires. 


1.3.2 Application pour déterminer l’inverse d’une matrice carrée 


Exemple 1.3.2. : 


Trouver l’inverse de la matrice A = 


1 

2 

4 


0 2 \ 
-1 3 
1 8 


si elle existe. 


Pour ce faire nous écrivons la matrice unité à la droite de A et nous ap- 
pliquons les mêmes opérations à cette matrice que celles effectuées sur A. 


( 1 

0 

2 

1 

0 0 

\ 

1 £ 2 -2Li 

/ 1 0 

2 

1 

0 

0 

\ 

2 

-1 

3 

0 

1 0 


L 3 — 4Li 

0-1 

-1 

-2 

1 

0 


V 4 

1 

8 

0 

0 1 



V 0 1 

0 

-4 

0 

1 

J 


/ 

1 

0 

2 


1 0 0 \ 

| Li+2L 3 







0 - 

-1 

-1 


2 1 0 

m _ r 0 






-L3 + L2 ^ J 



X/2 Xi 3 







V 

0 

0 

-1 

- 

6 11 / 
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( 1 

0 

0 

-11 

2 

2 

\ 

1 ~ L2 


1 

0 

0 

-11 

2 

2 

\ 

0 

-1 

0 

4 

0 

-1 




0 

1 

0 

-4 

0 

1 


l 0 

0 

-1 

-6 

1 

1 

J 



0 

0 

1 

6 

-1 

-1 

/ 


/-h 


d’où A 


2 \ 

1 


V 6 - 1 -!/ 

Ecrivons cette inverse sous forme de produit de matrices élémentaires : 






fl 

0 

0 ^ 

fl 0 

0 \ 

(1 

0 

2 \ 

A 1 = BC avec 

B= | 

0 

-1 

0 

0 1 

0 

0 

1 

0 





lo 

0 

1 / 

V 0 0 

- 1 / 

\o 

0 

1 / 


(i 

0 

°\ 

/ 1 

0 

0 \ 

/ 1 0 

°\ 

1 

0 

0 \ 

c = 

0 

i 

-1 

0 

1 

0 

-2 1 

0 

0 

1 

0 


U 

0 

0 / 

\0 

1 

1 / 

0 0 

1 } 

V— 4 

0 

1 ) 



Chapitre 2 
Déterm i nants 


2.1 Déterminant d’ordre 2 


Le symbole 


an 

&21 


012 

022 


est appelé déterminant d’ordre 2 de la matrice A = 


/ a u 

an ^ 

et est défini par detA = 

an 

0 12 

\ Û21 

Û 22 ) 

1 

0-21 

0-22 


— CLllCi22 — CL12CL21. 


Exemple 2.1.1. ; 


1 3 

2 4 


= 4 - 6 = -2, 


2 

1 



-4 = 


2 , 


3 

4 



-4 = 


2 


On constate alors que : 

1) Si deux rangées ( ou deux colonnes ) d’un déterminant sont permutées 
la valeur d’un déterminant est multipliée par —1. 


2) Si on pose A = 


1 3 

2 4 


*A = 


1 2 
3 4 


. On constate que detA = 


detfA, d’où la valeur d’un déterminant est conservée lorsque l’on échange les 


colonnes et les lignes ( dans le même ordre ). 


2.2 Déterminant d’ordre 3 



( an 

012 

013 

Soit A = J 

021 

022 

023 


\ o 3i 

032 

033 


on définit 
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ta 


detA = 


an a \2 <213 
<221 0,22 a 23 
<231 Q.32 033 
<222 <223 

«32 «33 
mineur de an 


Exemple 2.2.1. 


<212 <213 

1 

<232 «33 
mineur de 021 


+«31 


<212 «13 
«22 «23 
mineur de 031 


detA 


1 3 0 

2 6 4 

-10 2 


= 1 


6 4 

0 2 


3 0 

0 2 


3 0 
6 4 


12 - 12-12 = -12 


Le cofacteur de l’élément de detA de la i eme ligne et la k eme colonne est 
égal à (— 1 Y +k fois le mineur de cet élément ( c. à .d le déterminant d’ordre 
2 obtenu en supprimant la i eme ligne et la k eme colonne ). 


Remarque 2.2.1. : 


Le cofacteur de ü 22 est (— 1) 2+2 


an 

<231 


<213 

«33 


Les signes (— 1 )*+•?’ forment la table suivante — + — . 

+ - + 

On remarque que l’on peut écrire (1) sous la forme : 

detA = a 1 1 Ci 1 + <221 6^21 + <231 C31 où Cn est le cofacteur de an dans detA. 

3) Le déterminant de A, detA, peut être développé suivant n’importe 
quelle ligne ou colonne, c’est à dire, qu’il peut être écrit sous la forme d’une 
somme de trois éléments de n’importe quelle ligne ( ou colonne ), chacun 
multiplié par son cofacteur. 


Exemple 2.2.2. : 


detA = — <221 


«12 

<232 


«13 

«33 


+ « 22 


an 

<231 


«13 

«33 


a n 

<231 


«12 

<232 


4) Si tous les éléments d’une ligne ( ou d’une colonne ) d’un déterminant 
sont multipliés par une constante k, la valeur du nouveau déterminant est k 
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fois la valeur du déterminant initial. Cette propriété peut être utilisée pour 
simplifier un déterminant. 

Exemple 2.2.3. : 


1 3 0 


1 3 0 


1 3 0 


1 3(1) 0 

2 6 4 

= 

2(1) 2(3) 2(2) 

= 2 

1 3 2 

= 2 

1 3(1) 2 

-1 0 2 


-10 2 


-10 2 


-1 3(0) 2 



1 1 0 


1 1 0 

6 

1 1 2 

= 12 

1 1 1 


-1 0 2 


-1 0 1 


5) Si tous les éléments d’une ligne ( ou colonne ) d’un déterminant sont 
nuis, la valeur du déterminant est nulle. 

6) Si chaque élément d’une ligne ( ou colonne ) d’un déterminant est 
exprimé sous la forme d’un binôme, le déterminant peut être écrit comme 
somme de deux déterminants. 


Exemple 2.2.4. . 


ai + d\ b\ ci 


ai bi ci 


di bi ci 

a>2 + 62 ^2 

= 

Û2 C2 

+ 

C?2 &2 C-2 

Û 3 + d 3 &3 C 3 


Ci3 h C 3 


ds 6 3 c 3 


7) Si deux lignes ( ou colonnes ) d’un déterminant sont proportionnelles, 
la valeur du déterminant est nulle. 


Exemple 2.2.5. : 


1 2 2 
1 2 3 
1 2 1 


= 0 


8) La valeur d’un déterminant est conservée si l’on ajoute à une ligne ( ou 
à une colonne ) une combinaison des autres lignes ( ou colonnes ). 


Exemple 2.2.6. . 


1 

1 

0 

C1+C3 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

= 

2 

1 

1 

-1 

0 

1 


0 

0 

1 


= -1 
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? 1+C - 3 > signifie que l’on a ajouté la colonne C3 à la colonne C\. 

Cette dernière propriété permet de simplifier énormément les calculs, elle 
permet de réduire le calcul d’un déterminant d’ordre 3 au calcul d’un seul 
déterminant d’ordre 2. 

Exemple 2.2.7. : 

3-12 
Calculer 6—2 4 

1 7 3 

3-12 0 

CT+C2-C3 

6-24 = ; 0 

17 3 5 

Remarque 2.2.2. : 

La ligne ( ou colonne ) dans laquelle seront effectués les calculs ne doit 
pas être multipliée par des scalaires. La multiplication par un scalaire X re- 
viendrait à multiplier le déterminant par X. 

Exemple 2.2.8. . 


1 

2 2 la — £2 

0 2 

A • 1 

2 




: — 2 , alors que 


2 

3 

1 3 

2 

3 


2.3 Déterminant d’ordre n 

an au ... a\ n 

Le symbole 21 22 2n est appelé déterminant d’ordre n. 

®nl ®n2 • • • Q>nn 

Pour n = 1, ça signifie an- 

Pour n > 2, ça signifie la somme des produits des éléments de n’importe 
quelle ligne ou colonne par leurs cofacteurs respectifs c’est à dire 


2 4=5 =5-4 + 4 =0 

-2 4 
7 3 
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an a \2 ... a% n 
Û21 ^22 ... Û2n 

®nl ®n2 • • • Q"rin 

OU — ÜlkClk A 0‘2kC'2 k A ••• A O'nkCnk 

{ k = 1 . 2 ..., ou n ) 

Le déterminant d’ordre n est alors défini en fonction de n déterminants 
d’ordre (n — 1), chacun est à son tour, défini en fonction de (n — 1) détermi- 
nants d’ordre (n — 2 ) et ainsi de suite, finalement on aboutit aux déterminants 
d’ordre 2 . 


— anCu A üj 2 Ci 2 + • • • + a in C h 
( i = 1 . 2 .... ou n ) 


Remarque 2.3.1. . 

Les propriétés 1) jusqu’à 8) restent valables pour un déterminant d’ordre 

n. 

Pour calculer la valeur d’un déterminant, on développera suivant la ligne 
ou colonne où il y a le plus de zéros. 


Exemple 2.3.1. : 


1 

1 

1 

-3 



0 

1 

1 -3 


1 

1 -3 

1 

C1+C2+C3+C4 | 

0 

1 

-3 1 


1 - 

3 

1 

1 


— 

0 

-3 

1 1 

= 0 

-3 

1 

1 

1 



0 

1 

1 1 


sin 2 a 

sin 2 (3 

sin 

2 7 

Li+L 2 


1 

1 

1 

cos 2 a 

cos 2 (3 

cos 

2 7 

= 

cos 2 a 

cos 2 /3 cos 2 7 

1 

1 

] 



1 

1 

1 

1 1 


Remarque 2.3.2. : 

1 ) det(A + B) 7 ^ detA + detB en général. 

2) det(AB) = {detA) {detB) 

S) det{A^ 1 ) = {detA)~ l où A -1 désigne l’inverse de A. 
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2.4 Applications 


2.4.1 Calcul de l’inverse d’une matrice carrée d’ordre n 


On rappelle qu’une matrice carrée d’ordre n A est inversible s’il existe B 
d’ordre n telle que AB = B A = I où I est la matrice unité d’ordre n, c’est 
à dire la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont tous égaux à 1. 

Critère : A est inversible si detA ^ 0. 

Une fois assuré que A est inversible, on calcule son inverse à l’aide de la 
formule suivante : A~ l = -^j(adjA) | où ( adjA ) désigne l’adjoint classique 
de A c’est à dire la matrice t [Cij] où Cÿ désigne la matrice des cofacteurs de 
4. 



detA = 0 

1 -1 

donc A est inversible. 

Déterminons les 9 cofacteurs de A 
-4 2 
I- 1 5 j 

3 

-1 


Cn = 


Ci 


13 1 


C22 = 

C 3 1 = 

C 33 = 

A - 1 = -à 


= -18, Ci2 = - 
= 4, C 21 = — 

= 14, C2 3 = — 

= -10, c 32 = 


0 -4 

1 -1 

2 -4 

1 5 
3 -4 

-4 2 

2 3| 

0 -4| 

/ -18 -11 -10 \ 
2 14 -4 

V 4 5-8 


0 2 
1 5 
-4 
5 
3 


-1 
2 -4 
0 2 


5 -14 
-4 2 


= -46 ^ 0, 


= -11 


= -4 


= -8 
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2.4.2 Résolution de systèmes linéaires ( Méthode de Cramer ) 


Un système d’équations, AX = 6 , où A est une matrice carrée d’ordre n, 
peut être résolu à l’aide des déterminants, lorsque detA ^ 0. 


, alors Xi — + 62*62 + 


• • • + Cnibn] = j^jdetBi où R* est la matrice obtenue en remplaçant la i ei 
colonne de A par b. 

Exemple 2.4.2. : 

Utiliser la méthode de Cramer pour résoudre le système : 


( X! \ 


/ h \ 

Si on pose X = ■ 

| et b = J 


\ x n ) 


Un/ 


r + 3^3 — 2 

/ 1 0 3\ 

J -Xi + 2x 2 + 2x s = 3 -4 = | 

-12 2 

[ x 2 + 4t 3 = 5 

\ 014/ 



1 0 3 


1 0 3 



-^ 2+^1 


detA = 

-12 2 

= 

0 2 5 


0 1 4 


0 1 4 


= 3 


X2 = k 


2 0 
3 2 
5 1 
1 

-1 

0 

1 

-1 


: |[— (— 12 + 21)] = —3. 


0 1 



1 2 3 

1 

3 

0 5 5 


0 5 4 


1 0 2 

1 

3 

0 2 5 


0 1 5 


^5 

3 ■ 


Remarque 2.4.1. : 

La méthode de Gauss pour les systèmes et celle des matrices élémentaires 
pour le calcul de l’inverse demeurent les plus efficaces. 



Chapitre 3 

Espaces Vectoriels 


Dans ce chapitre, K désignera R, ou C. 

3.1 Espaces vectoriels 

Définition 3.1.1. : On appelle espace vectoriel sur K ( ou K-espace vectoriel 
) un ensemble non videE muni d’une loi notée + et d’une autre loi notée 
noté ( E, +, . ), telles que : 

1 ) Pour tout x, y G E, x + y C E. 

2) Pour tout x, y G E, x + y = y + x. 

3) Pour tout x G E, x + Oe = x. 

4) Pour tout iéE, — x G E. 

5) Pour tout x,y,z E E, (x + y) + z = x + (y + z). 

6) Pour tout A GG K, x G E, Xx G E. 

7) X.(y.x) = ( Xy).x VA, y G K et\/x G E. 

8) (À + y).x = X.x + y.x VA, y G K et'ix G E. 

9) X.(x -\ ~ y') = X.x -\- X.y VA G K et \/x, y G E. 

10) 1.x = x \/x G E. 

Les éléments de K sont dits scalaires et ceux de E vecteurs. 

Exemple 3.1.1. : 

1) K est un espace vectoriel sur lui même. 

2) C est un espace vectoriel sur R. 

3) R n’est pas un espace vectoriel sur C. 

4) R[X] est un espace vectoriel sur R muni des lois : 
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(ao + a\X + . . . + a n X n ) + (bo + b\X + . . . + b n X n ) = (ao + &o) + ( a i + ^i)^ + 
... + ( CL n b n )X n et A (cio + o,\X -f - ... -f- Cb n X n ) = Ado + \ci-\_X ... -|- \cL n X n . 

5) Soit E un espace vectoriel sur K, A un ensemble quelconque non vide, 
et 

S = { applications f : A — > E}. On peut définir sur S une structure d’espace 
vectoriel sur K par les lois : 

Si f,g G S et À G K, alors 

f + g-.A^E A f:A^E 
a i-> /(a) + g (a) a *-+ A /(a) 

6) Soient E\ et E 2 deux espaces vectoriels sur K. On définit une structure 
d’espace vectoriel sur E\ x E 2 par : 

(^i,2/i) + (^ 2 , 2 / 2 ) = (£ 1 + 2 : 2 , 2 / 1 + 2 / 2 ) et\(xi,yi) = (\xi,\yi) avec X G K. 
D’une manière analogue, E\ X ... x E n est un espace vectoriel sur K si 
E\, ...,E n le sont. 

Proposition 3.1.1. : Pour tout A E K et pour tout x G E, on a : 

1 ) A.O = 0 et 0.x = 0. 

2) Xx = 0 => A = 0 ou x = 0. 

3) (-X)x = X(—x) = —Xx. 

Preuve : 1 ) A(0 + 0) = AO + AO = AO AO = 0 et (0 + 0)rr = Ox + Ox = 
Ox => Ox = 0. 

2 ) Xx = 0, si A 7 ^ 0 alors A _1 Ax = 0 => x = 0. 

3) (A + (— X))x = Xx + (— A)æ = 0 => (— Aæ) = — (Aie). 

Dans la suite (— X)x sera noté — Xx et x + (—y) sera noté x — y. 

3.2 Sous-Espaces vectoriels 

Définition 3.2.1. : Soit E un espace vectoriel et F une partie non vide de 
E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E, si la restriction des lois 
de E à F fait de F un espace vectoriel. 


Proposition 3.2.1. : Soit E un espace vectoriel et F C E. Alors F est un 
sous-espace vectoriel de E si et seulement si : 
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1) F^H). 

2) a) x,y G F => x + y G F. 
b) x G F. X G K Xx G -F. 

Preuve : =>) trivial. 

4=) À = -1 et y G F -y G F d’après b);ïGF4i:-«/GF d’après 
a) ; d’où F est un sous-groupe de E. 

Les autres axiomes sont vérifiés pour tous les éléments de E et donc à 
fortiori pour les éléments de F. 

Proposition 3.2.2. équivalente : F est un sous-espace vectoriel de E si et 
seulement si : 

1) f^(d. 

2) x,y G F ; /i, À G K =^> Xx + fiy G F. 

Preuve : Exercice. 

Exemple 3.2.1. : 

1) Droite vectorielle : 

Soit E un espace vectoriel et soit v G E ; v ^ 0, alors F = {y G E/3X G 
K] y = Au} est un sous-espace vectoriel de E dit droite vectorielle engendrée 
par v. 



2) Soient x\, x<i G E et F = {y G E/3X i, À 2 G K] y = Ài^i + X 2 X 2 }, F 
est un sous-espace vectoriel de E dit plan vectoriel engendré par X\ et X2 ■ 
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3) R n [X] = { polynômes P G M.[X];degP < n } est un sous-espace vec- 
toriel de R[X]. 

4) Soit F = {(x,y,z) G R 3 /2x + y -\-3z = 0} est un sous-espace vectoriel 
de R 3 . 

Proposition 3.2.3. : Soient F et G deus sous-espaces vectoriels de E. 

1) F fl G est un sous-espace vectoriel de E. 

2) FU G n’est pas en général un sous-espace vectoriel de E. 

3) Le complément (E— F) d’un sous-espace vectoriel F n’est pas un sous- 
espace vectoriel de E. 

Preuve : 1) F fl G ^ 0 car 0 G F fl G. 

x,y G F n G et À, jLi G K =# (x,y G F, X, fi G K) et (x,y G G, 
À, fi G K) => Xx + fiy G F fl G. 

2) On prend F G et G (£. F, il existe donc rGF;r^GetÿGG; 
y F ; on a donc x,y E F U G. 

Si F U G est un sous-espace vectoriel alors x + y G F U G ; c.à.d x + y G F 
ou x + y G G. 

Si x + y G F, alors {x + y) — x E F 4t/GF; contradiction. 

Si x + y G G, alors (x -\- y) — y E G => rr G G ; contradiction. 

3) Le complément (E — F) ne contient pas 0, donc n’est pas un sous-espace 
vectoriel. 

3.3 Famille Génératrice 

Définition 3.3.1. : Une famille de vecteurs {v\, ...v p } d’un espace vectoriel 
E est dite génératrice si : \/x G E, 3 Ai, X p G K tel que x = \\V\+...+\ p v p , 
on dit que tout x E E est combinaison linéaire des vecteurs u*. 

Remarque 3.3.1. : Une telle famille ( finie ) n’existe pas toujours. Consi- 
dérons R[X] et {Pi, ...,P p } une famille finie de polynômes, elle ne peut pas 
être génératrice, car par combinaisons linéaires, on n’obtiendra que des po- 
lynômes de degré<Sup(deg Pi). 

Par contre pour R n [X], la famille {1,X, ...,X n } est une famille généra- 
trice. 
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Exemple 3.3.1. : 

1) Dans M 2 , {(1,0); (0, 1)} est une famille génératrice. 

2) Dans M 2 , {(1,0); (0, 1); (1,2)} est une famille génératrice. 

3) Dans M 2 , {(1, 1); (1, —1)} est une famille génératrice. 

4) Dans M n , {(1, 0, ..., 0); ...; (0, ..., 0, 1)} est une famille génératrice. 

Définition 3.3.2. : Un espace vectoriel est dit de dimension finie, s’il existe 
une famille génératrice finie, dans le cas contraire, on dit qu 'il est de dimen- 
sion infinie. 

Exemple 3.3.2. : 

1) W 1 et M n [X] sont de dimension finie. 

2) R[X] est de dimension infinie. 

3) L’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs Vi, ... 7 V P noté {v\, ...,v p } 
ou (vi, ... ,v p ) est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. 

3.4 Dépendance et Indépendance Linéaires - Bases 

Définition 3.4.1. : Soit V\, ...,v p une famille finie d’éléments de E. On dit 
qu’elle est libre si : Ai^i + ... + X p v p = 0 => Ai = ... = X p = 0. 

On dit aussi que les vecteurs V\, ...,v p sont linéairement indépendants. 

Une famille qui n’est pas libre, est dite liée ( on dit aussi que ses vecteurs 
sont liés ou linéairement dépendants ). 

Exemple 3.4.1. : 

1 ) Dans R 3 , les vecteurs V\ = (1, 2, 1) ; v 2 = (— 1, 3, 1) et v 3 = (—1, 13, 5) 
sont liés car 2v\ + 3^2 — ^3 = 0. 

2) Dans M 3 , les vecteurs v\ = (1, 1, —1) ; V 2 = (0, 2, 1) et v% = (0, 0, 5) 
sont linéairement indépendants. 

Proposition 3.4.1. : Une famille {v\, ... : v p } est liée si et seulement si l’un 
au moins des vecteurs V{ s ’écrit comme combinaison linéaire des autres vec- 
teurs de la famille. 

Preuve : =>) 3 Ai, ..., X p non tous nuis tels que A1V1 + ... + X p v p = 0, si 
A i 7^ 0, alors 

v% = 5^1 + ••• + r^rPf 1 + z ^~ Vi + x - + ~Xi’ v i > 
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4=) 3vi tel que Vi = a\V % + ... + 1 + cq+i^+i + ••• + ol v v p 

c.à.d a\V\ + ... + OLi-\Vi-\ - Vj + oti+iVi+i + ... + ol p v p = 0. 

Proposition 3.4.2. : Soit {v\, ...,v p } une famille libre et x un vecteur quel- 
conque de l’espace engendré par les V{ ( c.à.d x est combinaison linéaire des 
Vi ), alors la décomposition de x sur les V{ est unique. 

Preuve : x = a\V\ + ... + a p v p = X\Vi + ... + X p v p =>■ (oq — Ài)ui + ... + 
(a p — X p )v p = 0 =4> À i = ai Vi = 1, ...,p. 

Définition 3.4.2. : On appelle base une famille à la fois libre et génératrice. 

Proposition 3.4.3. : Soit {v\, ...,u n } une base de E. Tout x G E se décom- 
pose d’une façon unique sur les Vi, c.à.d \/x G E 3!(Ài, ...,À n ) G KJ 1 tel que 

n 

x = ^ XiVi. 

i= 1 

Preuve : Proposition précédente. 

Proposition 3.4.4. : Soit B = {vi,...,v n } une base de E. Il existe alors 
une bijection : 

<p B : E — > IC 

x XjVj i f (xi, .... x n ) 

i= 1 

Les scalaires x,i sont dits composantes de x dans la base B = {v\, 

Exemple 3.4.2. : 

k erne rang 

î 

1) Base canonique de K 11 , {e^ = (0, ..., 1 , 0...0)/k = 1, ..., n}. 

2) Base canonique de R n [X], {1, X, ...,X n }. 

3) Soit F = {(x,y,z) G R 3 /2æ + y + 3z = 0}. F est un sous-espace 
vectoriel de R 3 . 

On a v = (x, y, z) G F y = — 2x — donc v £ F v = (x, —2x — 
Sz : z) = æ(1, —2, 0) + z( 0, —3, 1), donc (1,-2, 0) et (0, —3, 1) engendrent F. 
On vérifie qu’ils forment une famille libre, donc c’est une base de F. 

Proposition 3.4.5. : 1) { x } est une famille libre •<=> x ^ 0. 

2) Toute famille contenant une famille génératrice est une famille géné- 
ratrice. 
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3) Toute sous-famille d’une famille libre est libre. 

4) Toute famille contenant une famille liée est liée. 

5) Toute famille {v\, ...,v n } dont l’un des vecteur Vi est nul, est liée. 

Preuve : 1) =>) Si x = 0 alors Xx = 0 pour tout À d’où {rr} est liée. 

^=) Xx = 0 => À = 0 car x ^ 0. 

2) Soit {v\ ,...,v p } une famille génératrice et {v\, v p , W\, w q } une 

i= p i= p 

sur-famille. Alors \/x G E, x = £^ = E XiVi + OlPi + ... + 0 W q . 

i= 1 i= 1 

3) Soit T = {v\ : ... : Vp} une famille libre et J-' une sous-famille de J-, 
quitte à changer la numérotation T' = {v\, ...,U/e} avec k <p. 

Si J-' est liée, l’un des serait combinaison linéaire des autres. 

4) Soit T = {vi,...,v p } et Ç = {v\, v p: W\, w q }, l’un des vecteurs Vi 
est combinaison linéaires des autres vecteurs de T, d’où de Q , d’où Ç est liée. 

5) {0} étant liée, toute sur-famille est liée. 


3.5 Existence de Bases ( en dimension finie ) 

Théorème 3.5.1. ; Dans un espace vectoriel E ^ {0} de dimension finie, 
il existe toujours des bases. 

Preuve : Soit Ç = {v\, v p } une famille génératrice. Pour tout rr £ E, 
il existe ûq, a p £ K tels que x = a\V\ + ... + a p v v . 

a) Si tous les étaient nuis E = {0} ce qui est exclu. Quitte à changer 
de numérotation on peut supposer V\ ^ 0. 

b) Li = {ni} est une famille libre, si elle était génératrice, stop. 

c) Supposons Li non génératrice. Montrons qu’il existe v* £ { 02 ,...,v p } 
tel que {ui,u*} soit libre. 

Supposons le contraire; c.à.d V\ est lié à chacun des , i = 2, d’où 
3 à 2 , X p ; v 2 = X 2 vi, u 3 = À 3 ui,..., v p = X p vi , alors 
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i=p 

X = ^ OliVi 

i= 1 

i=p 

= Ol\V\ + CK^Àj'Ui 

i=2 

i=p 

= (ai + y^Q^)T>i 
*=2 

ce qui entraîne {ni} génératrice de E, faux. 

La famille L2 = {vi,u*} est donc libre, en changeant éventuellement de 
notation, on peut supposer v * = rq. 

d) Si L2 = {^1,^2} est génératrice, stop. 

Supposons le contraire. En répétant le même raisonnement que précédem- 
ment, on voit qu’il existe u* G {v^, ...,u p } tel que la famille L3 = {ui,U2,u*} 
est libre. On construit ainsi une suite : 

Li £ L 2 £ L 3 £ ... C g 

de famille libres et le processus peut être continué tant que L & n’est pas 
génératrice. Mais Q est une famille finie et par conséquent le processus doit 
s’arrêter, éventuellement pour L& = Q. Il existe donc une famille libre et 
génératrice. 

Cette démonstration nous permet d’obtenir une autre version du théorème 
précédent. 

Théorème 3.5.2. : Soit E ^ {0} un espace vectoriel de dimension finie, 
alors : 

1) De toute famille génératrice on peut extraire une base. 

2) ( Théorème de la base incomplète ). Toute famille libre peut être com- 
plétée de manière à former une base. 

3.6 Les Théorèmes Fondamentaux sur la Dimension 

Théorème 3.6.1. : Dans un espace vectoriel engendré par n éléments, toute 
famille de plus de n éléments est liée. 

Preuve : Soit T = {v\, ..., v n } une famille génératrice et T' = {uq, ... : w m } 
une famille de vecteurs ( m > n). Montrons que T' est liée. 
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1) Si l'un des Wi = 0, T' est liée. Stop. 

2) Supposons tous les Wi non nuis, w\ = a\V\ + ... + cx n v n , W\ 7^ 0 => 
3 cq 7^ 0, quitte à changer la numérotation, supposons a i ^ 0 d’où V\ = 
^h-(.fv 2 + ... + ^v n ). 

Pour x G E, x = \\V\ + ... + \ n v n , en remplaçant V\ par son expression, on 
constate que x est combinaison linéaire de W\, V 2 ,...,v n , d’où {w\, V 2 , ..., v n } 
est génératrice. 

Considérons u?2, W 2 = 0\W\ + P 2 V 2 + ... + /3 n v n . Si /% = fo = ... = (3 n = 0, 
alors 1^2 = (d\W\. D’où J-' liée. Stop. 

Supposons que l’un des 7^ 0, pour fixer les idées disons , on aura 
V 2 = J™2 - + ••• + PnVn)- 

En raisonnant comme ci-dessus, on voit que {u?i, 1112,^3, ...,v n } est géné- 
ratrice. 

Ainsi de proche en proche, on arrive à remplacer V\,...,v n par wi,...,w n et 
{wi, W 2 , ..., w n } serait génératrice. En particulier, w n+ 1 serait combinaison 
linéaire de wi,...,w n et donc T' serait liée. 

Théorème 3 . 6 . 2 . : Dans un espace vectoriel E sur K de dimension finie, 
toutes les bases ont même nombre d’éléments, ce nombre entier est appelé 
dimension de E sur K et est noté dirrixE. 

Preuve : Soient B et B' deux bases. Si B' avait plus d’éléments que B 
elle ne serait pas libre car B est génératrice. 

Corollaire 3 . 6 . 1 . : Dans un espace vectoriel de dimension finie n, toute 
famille de plus de n éléments est liée, et une famille de moins de n éléments 
ne peut être génératrice. 

Preuve : Pour le 2 eme point, si la famille était génératrice, on pourrait 
en extraire d’après un théorème du paragraphe 5, une base qui aurait moins 
de n éléments. 

Exemple 3 . 6 . 1 . : 

1) Si E = {0}, on pose dirrixE =0, et E = {0} diuixE = 0. 

2) dirriKKJ 1 = n. 

3) dimwiMn[X} = n + 1. 



26 


Chapitre 3 : Espaces Vectoriels 


5) La dimension d’un espace vectoriel dépend non seulement de E mais 
aussi de K, dim ^ C = 2 et dimcC = 1. 

Proposition 3.6.1. : Soient E\,..., E p des espaces vectoriels de dimension 
finie sur le même corps K, alors dim^Ei x ... xE p ) = dirrixEi + . . . -\-dimxE p 

Preuve : Soient {ai, a Hl }, {&i, b n2 },..., {l\,...,l np } des bases de 
Ei,..., E p 
respectivement. 

La famille {(a*, 0, ..., 0)^i,..., ni , (0, b h 0, ..., 0);=i,..., n2 , 

(0, 0, 0$ ii)i=i,...,np} est une base de Ei x ... x F p . 

Exemple 3.6.2. : 

dimiB>C n = 2 n et dimcC n = n. 

Théorème 3.6.3. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Alors 
1 ) Toute famille génératrice de n éléments est une base. 

2) Toute famille libre de n éléments est une base. 

Preuve : 1) De cette famille, on peut extraire une base, elle doit avoir n 
éléments, donc c’est elle même. 

2) Cette famille peut être complétée pour former une base qui doit avoir 
n éléments, donc c’est elle même. 

Théorème 3.6.4. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un 
sous- espace vectoriel de E. Alors 
1 ) dimKF < dirriKE. 

2) dimKF = dimxE E = F. 

Preuve : On pose dim^E = n. 

1) a) Si dim^E = 0 on a dim^F < n. 

b) Si dimKF ^ 0, alors F ^ {0} et donc F admet une base, B , qui est 
une partie libre de F donc de E => cardinal^ < n d’après Corollaire 3.6.1. 

2) <^=) Trivial. 

=>) Il existe une base B de F ayant n éléments, elle est donc libre dans 
F et par suite dans E, elle est donc base de E ; théorème 2.6.3, donc famille 
génératrice de E, donc E = F. 
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3.7 Somme, Somme directe, Sous-Espaces Supplémen- 
taires 

Définition 3.7.1. ; Soient E\, E 2 deux sous-espaces vectoriels d’un espace 
vectoriel E. On appelle somme de E\ et E 2 le sous-espace de E défini par : 
Ei + E 2 = {x G Ef 3xi e Ei, x 2 £ E 2 ; x = xi + x 2 }. 

Ei + E2 est un sous-espace vectoriel de E, en effet 
Ei, E 2 C Ei + E 2 donc Ei + E 2 ^ 0 . 

a,(3 G K et x, y G Ei + E 2 => ztaq C Ei, x 2 G E 2 et 1/1 G Ei,j / 2 G E 2 ; 

x = xi3-x 2 et y = yi+y 2 d’où ax+(3y = ax 1 + (3yi + ax 2 + (3y 2 G Ei + E 2 . 

eEi eE 2 

Proposition 3.7.1. : Soient Ei et E 2 deux sous-espaces vectoriels de E et 
Q = Ei~\-E 2 . La décomposition de tout élément de Ç en somme d’un élément 
de Ei et d’un élément de E 2 est unique si et seulement si Ei Cl E 2 = {0}. 
On écrit alors Q = Ei (J) E 2 , et on dit que Q est somme directe de Ei et E 2 . 

Preuve : =>) Soit a;GEinE 2 =^a; = r + 0 = 0 + a: d’où la non unicité. 
<=) Supposons x = xi + x 2 = yi + y 2 => xi - yi = y 2 - x 2 G E x n E 2 ^ 

xi = yi et x 2 = y 2 . 

Définition 3.7.2. : Soit E un espace vectoriel et Ei, E 2 deux sous-espaces 
vectoriels de E. On dit que Ei et E 2 sont supplémentaires ( ou que E 2 est un 
supplémentaire de Ei ) si E = Ei 0 E 2 , c.à.d E = Ei + E 2 et Ei(~)E 2 = {0}. 

Proposition 3.7.2. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors 
E = Ei @ E 2 si et seulement si pour toute base Bi de Ei et toute base B 2 
de E 2 . Bi U B 2 est une base de E. 

Preuve : =>) Soit Bi = {vi, ...,v p }, B 2 = {v p+ i, v q } des bases de Ei 
et E 2 , respectivement. Alors tout x G E s’écrit de manière unique sous la 
forme x = ûqu 1 + ... + a p v p + Aii^+i + ... + \- p v q =^> Bi U B 2 est une base 
de E. 

<=) 

P Q-P 

x = ^ ^ cxiVi + ^ ^ \jV p +j G Ei + E 2 
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la décomposition étant unique suivant les bases de Ei et E 2 =>• EiflE 2 = {0}. 

Corollaire 3.7.1. : Soit E un espace vectoriel. Pour tout sous-espace vecto- 
riel Ei, il existe toujours un supplémentaire ; le supplémentaire de E\ n’est 
pas unique, mais si E est de dimension finie, tous les supplémentaires de E\ 
ont même dimension. 

Preuve : On expose la démonstration en dimension finie. 

Soit {v\, ...,v p } une base de Ei et soit n = dirait E, d’après le théorème de 
la base incomplète, il existe w p+ 1 , ...,w n tels que {v\, ...,v p ,w p+ i, ...,w n } soit 
une base de E. En posant E 2 = {w p+ 1 , ...,w n }, le sous-espace de E engendré 
par {w p+ i , ..., w n }, on obtient un supplémentaire de Ei dans E. Puisque le 
choix des Wi n’est pas unique, le supplémentaire de Ei n’est pas unique ; 
cependant tous les supplémentaires de Ei ont une dimension égale à n — p, 
p étant la dimension de Ei. 

Théorème 3.7.1. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors 
E = Ei 0 E 2 si et seulement si : 

1) E 1 HE 2 = {0}. 

2) dirriKE = dirriKEi + dirriKE 2 . 

Preuve : =>) D’après la proposition 2.7.2. 

<=) Soit {vi,...,v p } une base de Ei et {w p+ i , ..., w n } une base de E 2 , n 
étant la dimension de E. Montrons que l’union des bases est libre : 

A 1 U 1 + ... + À p Vp + (Xp+iWp+i + ... + a n w n = 0 => À 1 U 1 + ... + X p v p = 

GEi 

- (a p+1 w p+ i + ... + a n w n ) => A 1 U 1 + ... + A p v p = 0 et a p+1 w p+ i + ...+a n w n = 

GE2 

0 =>• a p +j = Ai = 0 Vi = 1, ...,p et \/j = 1, ...,n — p , d’après la proposition 
précédente E = Ei 0 E 2 . 

Exemple 3.7.1. : 

1 ) Dans M 2 , E\ = {u} et E 2 = {ru} où v et w sont deux vecteurs indé- 
pendants. 
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E 2 



2) Dans M 3 , soit II un plan vectoriel et v ^ II. On fll 3 = 110 {u} car 
si {ei,e 2 } est une base de II, alors {e\,e 2 ,v} est une base de M 3 . 



3) E = M n [X], E x = R, E 2 = {XP(X)/P G R n _i[X]}, E x OE 2 = {0} 
et E = E\ T E 2 d’où E = E\ E 2 . 

Proposition 3.7.3. : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et E\ 
, E 2 deux sous-espaces vectoriels de E. On a dim(Ex + E 2 ) = dimE\ + 
dimE 2 — dim(Ex fl E 2 ). En particulier 
dim(Ex 0 E 2 ) = dimEx + dimE 2 . 

Preuve : Posons dimEx = p, dimE 2 = q et dim(Exr\E 2 ) = r (r < p,q). 

Considérons {ai, a r } une base de Ei flE 2 qu’on complète pour obtenir 
{ai, a r , b r+ 1 , ..., b p } une base de Ei, 

{ai, ..., a r , e r+ i, ..., e q } une base de E 2 . 

Tout vecteur de Ei + E 2 s’écrit en fonction des a*, bj et e^, 1 < i < r, 
r + 1 < j <petr+l<k<q, qui forment alors une famille génératrice de 
Ei + E 2 . Elle est aussi libre car : 

{ogai + • • • + CX.rQ>r\ + (Pr+lbr+l + ••• + fipbp)^ + ^7r+l^r+l + ••• + 7 q e q\ = 0 


=æeE 1 nE 2 


=yeE] 


=2€ E 2 
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On a x + y + z = 0 => ^z^ = —{x + y) =^> z G Ei fl E 2 =^> z s’ex- 

eE 2 V ^ 

prime en fonction des a* d’où 7 r+ ie r+ i + ... + 'y q e q = ôidi + ... + ô r a r mais 
{ai, ..., a r , e r+ i, ..., e q } est une base de E 2 d’où 7 r+ i = ... = 7 g = 0 = 
ùi = ... = ô r et on a alors z = 0 x = — y , on en déduit aussi que 
(3 r+ 1 = ... = (3 P = 0 = ai = ... = a r , d’où la famille est libre, d’où base de 
Ei + E 2 . 

On en déduit 

dim ( Ei + E 2 ) = r + (p - r) + (q - r) 


= p+q-r 

= dimEi + dimE2 — dim(Ei fl E 2 ). 
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Les Applications Linéaires 

4.1 Applications Linéaires 

Définition 4.1.1. : Soient E et E' deux espaces vectoriels surK et f une 
application de E dans E \ On dit que f est linéaire, si : 

1 ) f{u -f v)' = f(u) + f(v) Vu, v G E. 

2) /( Xv) = Xf(v) Vn G .E, VA G K. 

L’ensemble des applications linéaires de E dans E’ est noté £(E,E'). 

Remarque 4.1.1. : /(O) = 0 car (homomorphisme de groupes). 

Définition 4.1.2. : Une application linéaire de E dans E est appelée endo- 
morphisme. 

Exemple 4.1.1. ; 

1) 0 : E — > E' est linéaire dite application nulle. 

v i— ► 0 

2) ids : E — ► E est linéaire dite application identique de E. 

v \ > v 

3) Ue : E — » E est linéaire dite homothétie de rapport a. 
a G K v crr 

4) D : R[X] — ► R[X] est linéaire dite dérivation. 

P ^ DP = P' 

5) SoitE=E l ($E 2 . 

P ri : E — y E\ est linéaire dite projection 

x = X\ + x 2 i— ► X\ sur Ei parallèlement à E 2 . 
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6) Soit Vo 7 ^ 0 un vecteur de E 

t : E — ► E application non linéaire car r(0) = Vq ^ 0, 

v i— * v + Vq dite translation. 

4.2 Image et Noyau 

Proposition 4.2.1. : Soit f G C(E, Ef) et F un sous-espace vectoriel de E. 
Alors f(F) est un sous-espace vectoriel de E\ 

En particulier f(E) est un sous-espace vectoriel de E' appelé image de f et 
noté Imf . Sa dimension est appelée rang de f. 

Preuve : On sait que /(F) est un sous-groupe de E’, il suffit donc de 
vérifier la stabilité pour l’opération externe. 

Soit A G K et f(v) G /(F), A f(v) = /(Au) G /(F). 

Proposition 4.2.2. : Soit f G C(E, É), Kerf = {x G E/f(x) = 0} est un 
sous-espace vectoriel de E , appelé noyau de f . 

Preuve : Il suffit de vérifier la stabilité pour l’opération externe. 

Soit A G K et x G Kerf , /( Xx) = A f(x) = AO = 0 =4> Ax G Kerf. 

Proposition 4.2.3. : f est injective Kerf = {0}. 

Exemple 4.2.1. : 

1) Soit E = Ei 0 E 2 , ImP ri = E\ . KerP T2 = E 2 

2 ) D : R[X] -f R[X] 

P ^ DP = P' 

KerD = R, ImD = R[X]. 

3) / : R 3 R 2 

(x,y,z) ^ ( 2 x + y,y-z) 

Kerf = {(x,y,z)/y = —2x et z = y} = {(x, —2x, —2x)/x G R} droite vec- 
torielle engendrée par ( 1 , — 2 , — 2 ). 

Imf = {(x', y')/3x, y, z; x' = 2x + y et y' = y — zj 
= {(x',y')/y = y' + zetx = \(x'-y'-z)} 

Posons z = 0 donc y = y' et x = \{x‘ — y'). D’où \f{xfy') G R 2 3(^(æ' — 
y'),y',0) G R 3 ; f((^(x' — y'),y',0)) = (x\y') donc f est surjective, et par 
suite Imf = R 2 . 
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Proposition 4.2.4. : Soit f G C(E, E!) et {v*}i<j« tt une famille de vecteurs 

de E. 

1) Si f est injective et la famille est libre dans E, alors la famille 

{f{ v i)}i<i<n es t libre dans E\ 

2) Si f est surjective et la famille {vi}\<i< n est génératrice de E, alors la 
famille {f{vi)}i<i< n es£ génératrice de E\ 

En particulier si f est bijective, l’image d’une base de E est une base de 

E . 


Preuve : 

XJ 

i = 1 


1) Comme f est une application linéaire injective, alors on a : 
= 0 

==> f(y^ J X i v i) =0 ( f application linéaire ) 

i=l 

=* xV = ° 

î=i 

=> Xi = 0 Vi = 1 ..... n {vi}\<i< n libre 


2) Vrr G E, 3À* G K ; x = ^ Vi- 


Soit y G E', G E ; y = f(x) = /(^ Vi) ( surj ) d’où y = Y^ X d( v i)- 

i= 1 i=l 

Théorème 4.2.1. : Deux espaces vectoriels de dimension finie sont iso- 
morphes, si et seulement si, ils ont même dimension. 

Preuve :=>)/: E — ► E' isomorphisme, d’après la proposition précédente 
l’image d’une base de E est une base de E’, donc E et E’ ont même dimension. 

4=) Supposons dimE = dimE', soit {ei, e n } une base de E et {e' l5 e^} 
une base de E’. Considérons l’application 
f '■ E — * E' 
e k 1 — » 4 


Pour x = X] on pose f(x) = /(£ A/Ci) = À^e', on vérifie que 

i = 1 i = 1 i= 1 

f est linéaire bijective. 


Corollaire 4.2.1. : E espace vectoriel de dimension finie sur K. 
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E est isomorphe à KJ 1 dimxE = n. 


Théorème 4.2.2. ( Théorème de la dimension ) : Soient E et E' deux es- 
paces vectoriels de dimension finie et f G C(E, E r ), alors dimE = dim(Kerf)+ 
dim(Imf). 


Preuve : Supposons dimE = n, dim(Kerf) = r et montrons que 
dim(Imf) = n — r. 

Soit {w\, ...,w r } une base de Kerf , complétons la pour obtenir une base 
de E en l’occurrence {w\, w r , V\, u n _ r }. 

Montrons que B = {f(v i), f{y n - r )} est une base de Imf. 

1) B engendre Imf , en effet : 

r n—r n—r 

/o) = fCY ^ A/u-o = y 

i= 1 i=l i=l 

b) £> est libre : 


Y = 0 

i=l 

n—r 

=ï fiY'; ^i v î) = 0 (/ application linéaire) 

i= 1 
n—r 

=> ÀjUj G Ker/ 


=>- a^ = a^i 

i= 1 *=1 

n—r r 


=>- A*ui — ojiPj = o 
*=i «=1 

=>- Xi = 0, « = 1, n — r; 


= 0, i = 0, r 


Corollaire 4.2.2. : / G £(E, E'), E et E’ étant deux espaces vectoriels 

de même dimension finie, alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1) f est injective. 

2) f est surjective. 

S) f est bijective. 


2 ). 


Preuve : dimE = dim(Kerf) + dim(Imf). Il suffit de montrer 1) -<=> 
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/ injective <==^> Kerf = {0} <t=A dim E = dim(Imf) diniE' = 
dim(Imf) E r = Imf -<=> / est surjective. 


Remarque 4.2.1. : 1) Ce résultat est faux en dimension infinie. 

En effet : 

D : R[X] — » R[X] est surjective, non injective. 

P i — > DP = P' 

2) Une application linéaire f est parfaitement définie si on connaît l’image 

des vecteurs d’une base, car d’après la linéarité de f on a f(x) = fÇ^^Xief) = 

i= 1 
n 

Xififii ), donc si on connaît /(e f(e n ), f est connue en tout x. 


4.3 Matrices Associées aux Applications Linéaires 

Soient E et E’ deux espaces vectoriels sur K, de dimension finie n et p 
respectivement, et / : E i — > E 7 une application linéaire. Choisissons 
{ei, ...,e n } une base de E et {e^, ...,e p } une base de E’. Les images par f 
des vecteurs {ei, ...,e n } se décomposent sur la base {e' l5 ■ ■■■,e' p ] : 

/(ei) = ane^ + a2ie' 2 + ... + a^ie^ 

/(e 2 ) = ane'-^P a 2 2e ' 2 + ■■■ + a p2e' p 


f(e n ) = ai n e[ + a 2n e 2 + • • • + CL pn e' p 

Définition 4.3.1. : On appelle matrice de f dans les bases {ei,...,e n } et 
{e'j, ..., e^}, la matrice notée par M(f) eue >. appartenant à M. prt {K) dont 
les colonnes sont les composantes des vecteurs f(ef ), ..., f(e n ) dans la base 

{e'1,-,4} • 

/(e 1) /(e 2 ) f(e„) 
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\ %>1 0 , p2 CLpn / &p 

Il est clair que la matrice associée à f dépend du choix des bases de E et 


E\ 


Exemple 4.3.1. : 

1 ) Soit E un espace vectoriel de dimension n et 

id E • E — > E 


On considère une base {e*} de E. 

( 1 0 o\ 


M{id E ) e . = 


0 10 . ... 0 
.01 0 ... 0 


= I n matrice unité de Ai n (K). 


. 0 

\ 0 0 . ... 0 1 y 

2 ) Soit E = M 2 et Pn : R 2 — * R 2 

(x,y) i — > (x, 0 ) 

Considérons la base canonique {ei, 02} de M 2 on a Pri(ei) = e\, Pr\{e2 ) = 


0 . 

M(Pn) ei 


1 0 
0 0 


3 ) Soit {ei,e2,e3} la base canonique de R 3 et {e^e^} la base canonique 
de R 2 . Considérons V application linéaire : 
f : R 3 — * R 2 

(x,y,z) 1 — > (x-y,z-y) 




1 -1 0 \ 
0 -1 I J 


4 ) On considère la forme linéaire sur R n 
/ : R n — » R 

(xi, ...,x„) 1 — > a\Xi + a 2 x 2 + ... + a n Xn 
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En munissant R n et R de leurs bases canoniques respectives {e*} et {1} 
on obtient M(f) eu \ = ^ a\ a 2 ... a n ^ 

5) D : R 4 [X] — » R 3 [X] 

P 1 — y DP = P' 

f 0 1 0 0 0 \ 


M(D) = 
et R 3 [A”] . 


0 0 2 0 0 

0 0 0 3 0 

0 0 0 0 4 


par rapport aux bases canoniques de R^X] 


Proposition 4.3.1. : Soient E et E' deux espaces vectoriels sur K de di- 
mension n et p respectivement, {e*} et {e'} des bases de E et E’. Alors 
l’application : 

M : £{E,Ef) — * M p , n (K) 

f —► Af(/)e„ e ; 

est un isomorphisme d’espaces vectoriels c’est à dire : 

M(f + g) = M(f ) + M(g), M(Xf ) = A M(f) et M est bijective, en 
particulier dimC{E , E?) = np. 


Preuve : 


+ g) ei ,ë. — 


if + g){e 1 ) 


{f + g)(e n 


- 

... - 


- 

... - 


f(ei) ■ 

• • f(e n ) 


- • 

• • - \ 


- • 

• • - 

+ 

- 

• • - J 



g Oi) 


V- 


g(e n 


= MU) êi 


- M(g) eî 


De même 




4.4 Matrice d’un Vecteur. Calcul de l’Image d’un Vec- 
teur 

Définition 4.4.1. : Soit E un espace vectoriel de dimension n, {ei, e 2 , •••, e n } 
une base de E et x = x^i un vecteur de E. On appelle matrice de x dans 
la base {e*} : 

M(x) ei = 
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Proposition 4.4.1. : Soit f e C(E, If), {ei,e 2 , ...,e n } et {e[, e' 2 , e' p } 
deux bases de E et E’ respectivement, pour tout x G E, on a : 

M{f{x)) e '. = M(f) eue '.M(x) ei . 

( an ai2 
Û21 

Preuve : Soit = I 

\ a P i 

p 

d’où f(e.j) = J2 a kj e 'k- 
k= 1 

On a 

j=n j=n j=n p 

/O) = fCY *i e à = Y = Y X ^Y ak i e 'k 

j= 1 3=1 3=1 k= 1 

p n p 

= Y (Y x 3 ak j) 4 = Y yke ' k 

k = 1 |=1 fc=l 

Vk 

donc M(f(x)) e >. = 

D’autre part 


M(f) ei ,e’M(x) ei = 


d’où le résultat. 

Exemple 4.4.1. : 

Soit le plan rapporté à sa base canonique. Déterminer l’image du vecteur 
x = (3,2) par rotation de centre 0 et d’angle 
On a 
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M{f{x)) = M(f)M(pc) 



4.5 Matrice de l’Inverse d’une Application 

Proposition 4.5.1. : Soient E, E \ E” trois espaces vectoriels sur K, {ei, ..., e n }, 
{e^, e'p], {e", e"} des bases de E, E ’ et E” respectivement. Si g G 
£(E, If) et fe £(If, If'), on a M(fog) eh4 = M(f) e ^M(g) e ^. 

Preuve : Soit rr £ E arbitraire. En utilisant la proposition du paragraphe 
2, on a : 

M(f og)M(x) = M(f(g(x))) = M(f)M(g{x)) = M (/) M (g) M (x) . Puisque 
x est arbitraire, M(fog) = M(f)M(g). 

Proposition 4.5.2. : / G C(E,Ef) est bijective si et seulement si M(f) e . e '. 
est inversible. 

De plus M(f = M(/)-i e ,. 

Preuve : f~ l of = id^, d’où 

M(/- 1 o/) e . )e . = M(id E ) - I ■=* M(/- 1 )M(/) = I =* M(/" 1 ) = 

MUT 1 - 


4.6 Changement de Bases 


Définition 4.6.1. : On appelle matrice de passage de la base {e*} à la base 
{e^} du même espace vectoriel E, la matrice P ei -^é- dont les colonnes sont 
les composantes des vecteurs e! i dans la base {e*} : 

( Pu ■■■ Pin \ 


= M(id E ) t 


, Pnl 


■ ■ ■ Pnn / 


Pé^4 = 
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Remarque 4.6.1. : Une matrice de passage est toujours inversible et on a 

= P eHei . 

Proposition 4.6.1. : Soient x G E, {e*} et {e'} deux bases de E, P = P ei -^p. 
et X = M(x) e ., X' = M(x)e>., on a X' = P~ l X. 

Preuve : PX' = M(id E ) e / ;e .M(ai) e / = M(id E (x)) e . = M(x} je . = X. 

Exemple 4.6.1. : 

Soit M 2 muni de deux bases, la base canonique {ei,e 2 } et la base {ei,e 2 } 


définie par : 

= 2 e \ 62, 62 = 3 ei 4 - 2ê2 

Soit x = 2ei + 3e2, calculons les composantes de x dans la base {e^e^}. 



x = — hei + 4e' 2 . 


Proposition 4.6.2. : Soient f G £(E,If), {ei,...,e n }, {si, £ n } deux 
bases de E et deux bases de E\ 

Notons A = M{f) eue ,, A' = P = P e ^ £i , Q = P e ^ £ >. 

On a alors A' = Q~ l AP. 


Preuve : 


idn I 


E 4 J ) 

i ^E' 

EU 


E te) 

On a /oid E = id^of d’où M(/oid E ) = Miid^of), c’est à dire 


MU) £i , £ 'M{idv) e „ £i = M{id w ) e ^MU)^ 
c’est à dire A' P^ 1 = Q _1 A donc A' = Q~ l AP. 

Corollaire 4.6.1. : Soient f G C(E) et {ei,...,e n }, {e' x , e' n } deux bases 

de E. 

Notons A = M(f) e ., A' = M (J‘)p. et P = P c . !C >,, 

On a alors A' = P~ l AP. 
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Définition 4.6.2. : Deux matrices A, A' G M. n (K) sont dites semblables 
s’il existe une matrice P G Ai n (K) inversible telle que : 

A' = P~ l AP. 


Exemple 4.6.2. : 

Soit f un endomorphisme de M 2 qui dans la base canonique {e*} est re- 
présenté par la matrice : A = M(f) e . = 

Déterminons la matrice A' qui représente f dans la base e[ = (0, —1) et 

e' 2 = (l,l). 

A' = 

On a 


4.7 Rang d’une Matrice 

Définition 4.7.1. : Soit {v\, ... ,v n } une famille de vecteurs, on appelle rang 
de la famille, la dimension de l’espace engendré par les vecteurs V{. 

Soit A' G M p , n (K), A = (ci, c n ) où l’on a noté c% les vecteurs colonnes 
de A (ci G K 9 ). On appelle rang de A le rang de la famille des vecteurs 
colonnes de A. 

Proposition 4.7.1. : Soit f G C{E,E’). Soient {ei,...,e n } et 
deux bases quelconques de E et E’ respectivement et A = M{f) eue >. = (a*j). 
On a alors rangf = rang A. 

Ainsi deux matrices qui représentent la même application linéaire dans des 
bases différentes ont même rang ; en particulier deux matrices semblables ont 
même rang. 


P~ l AP 




Preuve : On considère le diagramme suivant : 
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K n i K p 

u l [ v h = v~ A o fou 

E (o) E ’(e') 

u et v sont définis en associant à chaque vecteur de la base canonique de K n 
( resp K. p ) 

£i ( resp e'j ) le vecteur e* ( resp e'- ), alors l’application h a précisément A 
comme matrice dans les deux bases canoniques car h(£j) = v^ofouisi) = 
v~ l of{ei ) = v^Ç^dije'j) = Donc rang A = rangh et d’après le 

3 

lemme suivant, on déduit que rang A = rangf 

Lemme 4.7.1. : Soient f G C(E, F) et g G C(G. E), alors 

1) Si g est surjective, alors rangf = rang(fog). 

2) Si f est injective, alors rangg = rang(fog). 

Preuve : 1) rangf = dimf( E) = dimf(g( G)) = dim(fog)ÇE) 

= rang(fog) 

2) Soit { Vi } avec = g{wf) une base de Img , alors f(vf) = {fog){wf). 
Comme f est injective {f(vi)} est libre et engendre Im(fog ) car y G Im(fog) 
3 x\y = f(g(x)) = /(^ ctiVi) = o/-if(vj ) donc {/(^i)} est une base de 

Glmg 

Im(fog), d’où ran^ = rang(fog). 

On en déduit qu’en composant à gauche ou à droite par une application 
linéaire bijective, le rang ne change pas. 

4.8 Matrices Remarquables 

a) Matrice Diagonale (a™) G A4 n ( K) ; = 0 pour i j. 

b) Matrice Triangulaire Supérieure (a^) G At n (K) ; = 0 pour i > j. 

c) Transposée d’une Matrice A = (a^) G A4 n , TO (K) ; c’est *4 = (a^) G 
A4 m , n (K). Elle vérifie \ t A) = A, t (A + B) = l A+ l B, \\A) = X t A MA,B e 
At m , n (K) et À G K ; c’est à dire que l’application : 

T : AA. mn {K) — > est un isomorphisme 

Mi — ► *A d’espaces vectoriels 

On a aussi \AB) = l B 1 A MA G M n , P ( K) et MB G M P ,„(K). 
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Définition 4.8.1. : A, B G M n , p (K) sont équivalentes s’il existe P G 
Glp(K) et Q G Gl n (K ) telles que B = Q~ l AP. C’est en fait une relation 
d’équivalence sur A4. np (K), notée 

Théorème 4.8.1. : A, B G M. nyP (K) sont équivalentes si et seulement si 
rangA = rangB. 


Démontrons d’abord le lemme suivant : 


Lemme 4.8.1. : 

A G M n 

p(K) ; 




/ 

/ 

eM r ,r(K) 

\ 

\ 




1 0 ... 0 

0 ... 0 




0 10 \ 



rangA = r 

A - 








0 ... 0 1 

0 ... 0 



\ 

V 

0 ... 

0 J 

/ 


Cette dernière est notée J r . 

Preuve : 4=) trivial. 

=4>) A G A4 njP (K) définit une application linéaire 
<I> : — » Kjy ) . On munit K p et K n des bases canoniques (ef) et 

(e') respectivement. 

Soit r le nombre de vecteurs linéairement indépendants parmi les images 
des vecteurs de la base (e*) ; c.à.d Ae\,...,Ae p , qu’on peut supposer être 
Aei,...,Ae r , les autres vecteurs Ae r+ i,...,Ae p peuvent s’exprimer en fonction 
de ces derniers : 

A e k = CkjAej pour k:mr + 1, 

3 = 1 

On définit une nouvelle base dans K p ; comme suit 

1 e/c, pour k— l,...,r ; 

r 

e k~^2 C G € A P our k— r+l,...,p. 
i=i 

On a alors Afk = 0 pour k = r + 1, 

Posons alors Afj = tj pour j = 1, ...,r. Les tj sont par hypothèse linéai- 
rement indépendants. Complétons les pour obtenir une base de K n , disons 
t r+ i, t n . Considérons alors la matrice de l’application linéaire dans les 
nouvelles bases /i, f p et ti, t n . on a alors : 
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«AL* = 



1 0 ... 0 

0 ... 0 \ 


o i o ; 



0 ... 0 1 

0 ... 0 


0 ... 

o y 


= j t 


A et représentent la même application linéaire, et sont donc 

équivalentes. 

Preuve du théorème : =>) trivial. 

-<=) rang A = rang B = r entraînent A ~ J r , B ~ J r , d’où A ~ B. 

Théorème 4.8.2. : Soit A G A4 n #(K), alors rang A = rang 1 A c’est à dire 
que le rang d’une matrice; est aussi le rang de la famille des vecteurs lignes. 

Preuve : rangA = r => A ~ J r ==$> 3P G Gl p ( K) et Q G Gl n ( K), 
A = Q~ l J r P => t A = f P ‘J r l Q 1 = ('P- 1 )- 1 t J r (* Q - 1 ) = ^P- 1 )- 1 j; 
CQ -1 ) car t Jr = d’où ~ J' ==> rang 1 A = r = rangA. 

Exemple 4.8.1. : 

Déterminer le rang de la matrice 
On utilise les opérations élémentaires sur les lignes 



o 

2 

0 

-1\ 

Li I 

fl 

2 

0 

-1\ 

Li 

rg 2 

6 

-3 

-3 

L 2 =rg\ 

0 

2 

-3 

-1 

L 2 — 2L] 

\3 

10 

-6 

-5 ) 

Ls ' 

V0 

4 

-6 

-2 J 

Ls — 3L] 


12 0 -1 \ 


= rg 


0 2-3 
0 0 0 


0 J 


Li 

L/2 — 2Li 
Ls A L\ — 2L2 


= 2 


Car les deux vecteurs lignes sont linéairement indépendants. 


4.9 Application des Déterminants à la Théorie du Rang 

4.9.1 Caractérisation des Bases 

Théorème 4.9.1. : Soit E un espace vectoriel de dimension n. Les vecteurs 
Vi, .... v n de E forment une base de E si et seulement si det kq, • • • ,v n \\ ^ 

I! Il(e;) 
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0 où kq, 


désigne la matrice dont les colonnes sont les compo- 


santes des vecteurs tq, ...,v n dans la base (ef) de E. 


Preuve : Il suffit de montrer que {rq, ...,v n } est libre si et seulement si 


det 


vir- ,v n 


7^0. 


QLjVj = 0, posons v t = Qj kj 6 k • alors on a 

i = 1 fc=l 

i=n k=n n n n 

T Q!»(y^ aki^k) = 0 d’où y / OLi<ikiek = 0 => Oifflii = 0, y^OLiOzi = 0, 
i=l k= 1 0 i=l «4 

^ ^ OLjCLni = 0 ^ 


an ai2 
Û21 ^22 


\ 




/ai \ 

a 2 




/o\ 

0 

W 


(4.1) 


y d n i d n 2 

d’où ai = 0 Mi = 1 , n 

==>) Si de/ kq ... ,u n = 0 ==> le système homogène 

. . ^( e d 

' 4.1) admet une infinité de solutions, d’où {rq, ...,v n } est liée. 


4.9.2 Comment reconnaître si une famille de vecteurs est libre 

On appelle mineur d’une matrice A , tout déterminant d’une matrice carrée 
extraite de A. 

Théorème 4.9.2. ; Soient {rq, ...,ty} r vecteurs d’un espace vectoriel E de 
dimension n ( r < n ) et A = ||m, • • • , u r ||, 

(AeM n , r {K)). 

La famille {iq, ...,v r } est libre si et seulement si on peut extraire de A un 
mineur d’ordre r non nul. 

Preuve : Similaire à celle du théorème précédent, en complétant les vec- 
teurs afin de former une base de E. 
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4.9.3 Comment reconnaître si un vecteur appartient à l’espace 
engendré par d’autres vecteurs 

Soit A une matrice et ô un mineur d’ordre r extrait de A. On appelle 
bordant de ô tout mineur d’ordre r+1 extrait de A , dont ô est un déterminant 
extrait. 

Si A G A4p, n { K) et ô un mineur d’ordre r, il ya exactement (p — r){n — r) 
bordants de ô dans A. 


Théorème 4.9.3. : Soient {v\, ...,v r } r vecteurs linéairement indépendants 
et 5 un mineur d’ordre r non nul extrait de A, où A = ||m, • • • , u r ||. 

Pour qu’un vecteur w G (v\, ...,v r ) il faut et il suffit que tous les bordants 
de ô dans la matrice B = ||m, • • • ,u r ,u;|| soient nuis. 


Preuve : =>) Si l’un des bordants est non nul, la famille {iq, ...,v r ,w} 
serait libre. 



Ou . . . CLlr 

h \ 


a r i . . . a rr 

b r 

®r+l,l • • • ®r+l,r ^r+1 


a n i ■ ■ ■ CL nr 

b n j 


I On considère la matrice B = 


Quitte a changer l’ordre des lignes et des colonnes, on peut supposer que 
le mineur ô non nul est le mineur encadré. Les r premiers vecteurs lignes 
de B sont indépendants, et chacun des autres est hé à ces derniers. Ainsi 
rangB = r, donc les vecteurs colonnes de B {v\ ,... : v r: w} forment une 
famille de rang r et comme {v\, ...,v r } est libre, w G (ni, ...,u r ). 

{°\ 

2 

A) 

(A 
0 
1 

v°y 


Exemple 4.9.1. : Pour quelles valeurs de a, (3 G R le vecteur w - 


appartient-il au sous-espace de R 4 engendré par les vecteurs V\ = 




48 


ChapitreChapitre 4 : Les Applications Linéaires 


fo\ 

1 

0 

w 


B = 



/ 

1 

0 

A = 


0 

1 



1 

0 


L 

0 

1 

1 

0 

a 

\ 

0 

1 

2 


1 

0 

1 


0 

1 

0 

J 


1 0 
0 1 


= 1^0 et 


Les bordants de ô sont Ai = 


0 a 

1 2 
0 1 


1 a 
1 1 


= 1 — a et A 2 


1 0 a 
0 1 2 
0 1 (3 
et (3 = 2. 


(3 2 

1 1 


(3 — 2. Donc w G (^ 1 ,^ 2 ) si et seulement si a = 1 


4.9.4 Détermination du rang 

Théorème 4.9.4. : Soit A G A4 p , n (K). Le rang de A est r si et seulement 
si on peut extraire de A un mineur 6 d’ordre r non nul et tous les bordants 
de ô dans A sont nuis. 

Preuve : 

&1 n ^ 

a rn 

(l i- ■ 1 ,n 

^ . . . CLp r . . . CLpn J 

Soit ô le mineur encadré. Les vecteurs {vi, ... : v r } sont alors indépendants 



an • 

. . air 


a r i . 

. . a rr 


ûr+1,1 • • • O'r+l. 
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et chaque vecteurs v s ( s > r + 1 ) appartient à l’espace (ni, ... ,v r ). Donc les 
vecteurs colonnes engendrent un espace de dimension r, d’où rang A = r. 

==>) Quitte à changer l’ordre des colonnes de A, on peut supposer que 
{vi,...,v r } est libre. On peut alors extraire de la matrice formée par les r 
premières colonnes de A un mineur ô d’ordre r non nul. Quitte à changer la 
numérotation des coordonnées, on peut supposer que ô soit le mineur formé 
par les r premières colonnes de A. Or rang A = r, d’où v s G (v\, ...,v r ) pour 
s > r + 1 ; d’après le théorème 4.9.3 tous les bordants de ô dans sont nuis. 

Théorème 4.9.5. : Le rang d’une matrice A est l’ordre maximal des mineurs 
non nuis extraits de A, c’est à dire : 

fl)// existe un mineur d’ordre r non nul 

rang A = r A=4> < 

I 2) Tous les mineurs d’ordre s > r sont nuis. 

Preuve : =>) S’il existait un mineur d’ordre s > r non nul, on pourrait 
extraire des colonnes de A une famille libre formée de s > r vecteurs, or 
ceci est impossible car les vecteurs colonnes de A engendrent un espace de 
dimension r. 

4=) Découle du théorème 4.9.4. 



Chapitre 5 

Valeurs Propres et Vecteurs Propres 


E désignera par la suite un espace vectoriel sur un corps K ( K = R, ou 
C ), de dimension finie n, M. n ( K) l’ensemble des matrices carrées d’ordre n 
et / un endomorphisme de E. Une base de étant choisie dans E, on utilisera 
la même notation pour désigner un vecteur x C E et ses composantes C K. 
La bijection / — » M(/) où M(/) est la matrice de /, permet d’étendre les 
notions définies pour / à toute matrice de M. n { K) et vice- versa. 

5.1 Valeurs Propres et vecteurs propres 

Soit A une matrice carrée d’ordre n ; A C A4 n (K), ( K = R, ou C ) ; on 
s’intéresse à l’équation du type 


Ax = Xx ( 5 . 1 ) 

où A G K et Ï G E. On constate que x = 0 est une solution triviale ; 
notre but est de trouver celles qui sont non triviales ; de telles solutions sont 
appelées vecteurs propres de A. 

Définition 5.1.1. : On appelle valeur propre de A, tout élément X de K 
tel qu’il existe un vecteur x 0 vérifiant Ax = Xx. L’équation (5.1) est 
équivalente à : 


(. A - XI)x = 0 ( 5 . 2 ) 

On sait que (5.2) n’a pas de solution triviale si et seulement si det{A — 
XI) = 0 où det désigne le déterminant. Si l’on développe le déterminant, on 
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trouve un polynôme de degré n en X, appelé le polynôme caractéristique de 
A et est noté p^(A) / c.à.d p^(A) = det(A — XI). 

Théorème 5.1.1. : Les valeurs propres de A sont les racines du polynôme 
caractéristique, et les vecteurs propres correspondants sont les solutions non 
triviales de 

(. A - \I)x = 0. 


Exemple 5.1.1. : 

Trouver les valeurs et vecteurs propres de la matrice : 



Le polynôme caractéristique de A est : 


det{A - XI) 


1 — À 
4 


-2 

-8- A 


= A 2 + 7A, 


qui a pour racines 0 et —7, les valeurs propres sont donc 0 et —7. Pour 
déterminer les vecteurs propres correspondants, remplaçons X par 0 et —7 
dans (5.2), on obtient : 


1 

-2 


x 1 


O' 

4 

-8 


x 2 


0 


c'est à dire X\ = 2x2, donc 


x x 

x 2 


x 2 


2 

1 


Pour X = —7, on a 

Xi 

= Xi 

1 


X 2 _ 


4 


Remarque 5.1.1. : On utilisera les abréviations v p pour valeur propre et V p 
pour vecteur propre. 


Théorème 5.1.2. : 1) A tout vecteur propre x ^ t) E de A correspond une 
valeur propre X. 

2) A toute valeur propre X de A correspond un sous-espace vectoriel de E 
noté E\ = {x e E/Ax = Arr} tel que E\ ^ {O#}, et A(E\) C E\ ( c’est à 
dire E\ est stable par A ). 

Preuve : 1) Soient Ai et A 2 deux valeurs propres distinctes associées à 
x , c’est à dire Ax = X±x et Ax = X 2 X d’où Ai# = X 2 X ce qui entraîne 



52 


Chapitre 5 : Valeurs Propres et Vecteurs Propres 


(Ai — \ 2 )x = 0, comme Ai ^ A 2 alors x = 0e- 
2) a) Ea 7 ^ 0 car .40 e = 0e = AOe c.à.d 0 e G Ea- 

b) ai,ct2 G K et X\,X2 G E entraînent A(a\X\ + «2^2) = otiA(xi ) + 
oi2A{x2) = a\Xx\ + a.2\x2 = A(ûqaq + 0^2)- Donc Ea est un sous-espace 
vectoriel de E. 

c) Ea 7^ {0e} car A valeur propre entraîne l’existence d’un x 7^ 0e tel que 
Ax = Xx c.à.d x G Ea- 

d) A(Ea) C Ea car si a; G Ea, Ax = Xx G Ea- 

Remarque 5.1.2. : E\ est appelé le sous-espace propre associé à A. 


5.2 Propriétés des vecteurs propres et valeurs propres 

Théorème 5.2.1. : Si A G M. n (K) et X E K, alors on a les équivalences 
suivantes : 

1) X est une valeur propre de A. 

2) ( A — XI) n’est pas inversible. 

3) det{A - XI) = 0. 

Preuve : 1) => 2) A est une valeur propre de A entraîne l’existence d’un 
x 7 ^ 0e tel que Ax = Xx c.à.d Ax — Xx = 0e d’où [A — X I)x = 0e (*), ce 
qui entraîne ( A — XI) n’est pas inversible, car si [A — XI) est inversible, en 
multipliant (*) par (A — A/) -1 on aurait x = 0e- 

2) =>■ 3) Trivial. 

3) ==> 1) Voir Théorème 5.1.1. 

Remarque 5.2.1. : 0 est une valeur propre de A si et seulement si A n’est 
pas inversible. 

Proposition 5.2.1. : 1) Si X\ et X 2 sont deux valeurs propres distinctes de 
A, alors E Xl fl E\ 2 = {0#}. 

2) Si Ai, ..., X m sont des valeurs propres distinctes d’une matrice carrée A 
et e 1 , e TO les vecteurs propres correspondants, alors le système {ei, e m } 
est libre. 
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Preuve : 1) Soit x G fl Ea 2 , alors x G E^ d’où Ax = Ai# et æ G E^ 2 
d’où Ax = X 2 X ; on a alors X±x = X 2 X c.à.d (Ai — X 2 )x = 0, or Ai 7 ^ A 2 , donc 
x = 0 E . 

2 ) On procède par récurrence 

a\e\ + ... + Oi m e m = 0 E (5.3) 

On applique A, on obtient oqAiei + ... Acn m X m e m = 0 E , on multiplie (5.3) 
par X m et en soustrayant on a : oq(A m — Ai)ei + ... + o; rn _i(A TO — A m _i)e m _i = 

0 E . 

L’hypothèse de récurence entraîne oii = 0 pour 2 = 1, ...,m — 1, en rem- 
plaçant dans (5.3) on obtient a m = 0. 

Corollaire 5.2.1. : 1 ) Soit A G A4 n (K), alors A a au plus n valeurs propres 
distinctes deux à deux. 

2) Si Ai, ..., X m sont des valeurs propres distinctes d’une matrice carrée A, 
alors le sous-espace vectoriel est somme directe de E\ 1 , E\ m . 

Preuve : 1 ) Si Vl admet m valeurs propres distinctes deux à deux avec 
m > n et ei, e m les vecteurs propres associés aux Xi, la proposition (5.2.1) 
entraîne {ei, e TO } libre, or m > n entraîne {ei, ..., e m } lié ( car n = dim E 
), d’où contradiction. 

2) On doit montrer que tout x G E^ + ... + E^ m s’écrit d’une manière 
unique sous la forme x = X\ + ... 4- x m où les Xi G E^.. 

En effet, supposons que x = X\ + ... +x m = x[ + ... +x' m avec x[ G E^, 
alors [x\ — x [ ) + ... + (x m —x' m ) = 0 où les (a;*— xJ) G Ey.. On a d’après la pro- 
position (5.2.1) Xi = x'i pour z = l , m car sinon les {aiq — x\ x , x^ — x \ } 
forment un système lié. 

5.3 Propriétés du polynôme caractéristique 

Théorème 5.3.1. : Le polynôme caractéristique Pa(X) de la matrice A est 
invariant lorsque l’on remplace A par une matrice semblable ( c.à.d pa{ A) = 
Pb{X ) pour B = P~ l AP et P inversible ). 
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Preuve : En effet B = P l AP entraîne B — XI = P l AP — XI = 
P~\A - XI) P, d’où p B ( A) = det{B - XI) = detP~ l det(A - X I)detP = 
detP~ x detPdet(A - XI) = det(P~ 1 P)det(A - XI) = det(A - XI) = p A (X). 


Remarque 5.3.1. : 1) Si f est un endomorphisme de E et M(f) la matrice 
associée à f, lorsque E est muni d’une base, on peut définir le polynôme 
caractéristique de f par Pf(X) = Pm(/)(X) et ce dernier ne dépend pas de 
la base choisie puisque deux matrices associées à un endomorphisme sont 
semblables. 

2) Deux matrices semblables ont les mêmes valeurs propres. 


Théorème 5.3.2. : Soit f un endomorphisme de E etpf{x) son polynôme 
caractéristique admettant dans K une racine multiple X d’ordre k, alors 1 < 
dirriKEx < k. 


Preuve : Supposons dim-KE\ = r. Alors contient r vecteurs propres 
linéairement indépendants v\, ... ,v r , nous pouvons compléter {u*} de manière 
à obtenir une base de E 
{v\, ...,V r ,Wi, ...,w s }. 


Nous avons 


f(v l) = 

Xv\ 


f 02) = 

Xv 2 


fM = 

Xv r 


f(wi) = CLnVi A .. 

.. + a,\ r v r + bnWi + .. 

.. + bi s w t 

f(w 2 ) = a 2 \Vi + .. 

.. + a 2r v r A b 2 \W\ A •• 

.. + b 2s w t 

f(w s ) = a s \V\ + .. 

. . + a sr v r A b s \Wi A •• 

■ ■ A b ss w & 


La matrice de f dans la base ci-dessus est 




5.4 Diagonalisation 

Définition 5.4.1. Une matrice A G A4 n (K) est appelée matrice diagonale 
si elle est de la forme : 



c ’est à dire si = 0 pour i ^ j. 

On sait que les matrices diagonales sont simples du point de vue calcula- 
toire et théorique. Par exemple, la solution de Ax = c, où A est une matrice 
de À4 n (K) est généralement lassante lorsque n est grand, mais elle est tri- 
viale si A est diagonale. De même élever une matrice à une puissance très 
large (par exemple A 100 ) est en général encombrant par calcul direct, mais 
devient trivial si A est diagonale. Ainsi la diagonalisation d’une matrice, c.à.d 
sa réduction à une forme diagonale, s’avérera très intéressante. 

Définition 5.4.2. On dit qu’une matrice carrée est diagonalisable s’il existe 
une matrice inversible P telle que P~ l AP soit diagonale, disons 

P~ l AP = D. 


Lorsque c’est le cas, on dit que P diagonalise A. 
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Théorème 5.4.1. Soit A G M n (K), alors 

1) A est diagonalisable ssi A possède n vecteurs propres linéairement in- 
dépendants. 

2) Si A possède n vecteurs propres linéairement indépendants Pi : - ■ ■ ,p n 
et P = (pi,-- - , Pn) -, alors P~ l AP = D est diagonale, où le j eme 
élément diagonal de D est égal à la j eme valeur propre de A. 


Si A est diagonalisable, il existe une matrice inversible 


P il P 12 
P21 P22 


Pnl Pn2 


Pin 

P2n 


Pnn 


(5.4) 


telle que 


P~ l AP = D 


d x ■■■ 0 

0 ••• d n 


(5.5) 


Multiplions (5.5) par P, on obtient 


Pli ■ 

■ Pin 


'd 1 ■ 

• 0 ' 


dipn ■ 

dnPln 

_Pnl ■■ 

Pnn 


_ 0 • 

•• d n _ 


. dip n i ■ ■ 

d n Pnn 


(5.6) 

AP = {d\pi, • • • , d n p n ) où pj désigne la j eme colonne de P , de même 


AP = A(pi, ■■■ ,p n ) = (Ap h ■ ■ ■ , Ap n ) (5.7) 


En comparant (5.6) et (5.7), nous obtenons 


Api = dipi 


Ap n = d n p n 


(5.8) 


Pi, • • • , p n sont non nuis, sinon P ne serait pas inversible. (5.8) prouve 
que les pi sont des vecteurs propres non nuis, et les d{ sont des valeurs 
propres. Le rang de P doit être n, car P est inversible ; donc les colonnes 
de P doivent être linéairement indépendantes. Nous avons démontré 
aussi 2). 
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<=) Si A possède n vecteurs propres linéairement indépendants, disons 
Pi-, ’ ’ ’ iPm s °it di, • • • , d n les valeurs propres respectives. Alors 

AP = (Ap 1, • ■ ■ , Ap n ) = (dipi, • ■ ■ , d„p „ ) 


dipn ■ 

dnPln 


Pli ■ 

■ Pin 


" d\ ■ 

• 0 " 

_ dip n i ■ ■ 

dnPnn 


_Pnl ■■ 

Pnn 


_ 0 • 

d n _ 


(5.9) 

P est inversible car ses colonnes sont linéairement indépendantes, en 
multipliant (5.9) par P -1 , on obtient P~ l AP = D. A est alors diago- 
nalisable. 

Remarque 5.4.1. Si A G A4 n (K) a n valeurs propres distinctes, alors A 
est diagonalisable (Il suffit de combiner la proposition du paragraphe 1.2 et 
le théorème 1.6). 

Définition 5.4.3. Soit p(x) un polynôme à coefficients dans K , de degré n, 
on dit qu ’il est scindé s ’il s ’ écrit sous la forme d’un produit de n polynômes du 
premier degré à coefficients dans K , c’est à dire p{x) = a(x — a\) ■ ■ ■ (x — a n ) 
où a, ai, ■ ■ ■ ,a n G K. 

Théorème 5.4.2. ( Condition nécessaire et suffisante de diagonalisation ) 
Soit A G Al n (K) } A est diagonalisable ssi : 

1) p A es t scindé dans K ; 

2) Pour chaque racine À i de pAi d’ordre dim E\. = ki. 


P~ AP = D -- 


Ai • • • 0 

0 ••• X n 


Pa{x) = Pd(%) = (Ai — x) ■ ■ ■ (A n — x ), les racines de pa{x) sont les 
Xi e K donc 1) est vérifiée. En faisant intervenir l’ordre de multiplicité 
des A i, on peut écrire 

Pa{x) = (Ai — x) kl ■ ■ ■ (A m — x) km . On a ^ ki = n. Comme A est 
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diagonalisable, E = E\ 1 © • • • © E\ m , d’où dirrixE = n = dim E\.. 

i= 1 

Si l’une des dimxEx. < ki , on aurait dim E\. < n. 

i= 1 

4=) On a n = fci + • • ■ + k m . 

2) entraîne dim(E\ 1 © • • • © i?A ro ) = ^ dim E\. = ^ k{ = n = dim E. 

i= 1 *=i 

La réunion des bases des E'a 1 est une base de L? formée de vecteurs 
propres, d’où A est diagonalisable. 

Corollaire 5.4.1. Si A G M. n (K) possède n valeurs propres distinctes, alors 
A est diagonalisable. 

1) du théorème 1.7 est vérifiée. En outre 1 < dimE\. < 1, donc 2) est 
satisfaite et A est diagonalisable. 

Exemple 5.4.1. 1) Etudier la diagonalisation de la matrice 

"3-20 
A= -2 3 0 

0 0 5 


Solution : 

Le polynôme caractéristique de A est : 

3-x -2 0 

Pa(x) = -2 3 - x 0 = (5 - x) 

0 0 5 -rr 

= (5 — æ)[(3 — x) 2 — 4] = (5 — x) 2 (l — x) 


3-x -2 

-2 3 -x 


les valeurs propres sont 1 et 5. Les espaces propres sont E\ et E§. 



est un vecteur propre de A correspondant à À s si x 


n’est pas une solution triviale de ( A — XL)x = 0 c’est à dire 
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Si À = 5, alors 

—2 — 2 0 x\ 0 

- 2-2 0 X2 = 0 

0 0 0 xs 0 


d’où —2x\ — 2x2 = 0, c’est à dire X 2 = —X\ donc 



Si À = 1 (5.10) devient 


"2 -2 0 1 r Zi 1 [ 0 " 

-2 2 0 X2 = 0 

0 0 4 æ 3 0 

Orz résout le système pour trouver X\ = ^2 et x% = 0, a/ors 



1 

donc Ei est engendré par 1 . On 

_ 0 _ 

1 0 1 1 [5 

P= -10 1 etP- 1 AP= 0 

0 1 °J |_0 

2) Considérons la matrice 


Pa(A) = (A + l) 2 ; À = — 1 est la set 

E - 1 : 


in déduit que A est diagonalisable, 

0 0" 

5 0 . 

0 1 _ 

I 2 _ 

! 1 

3 valeur propre de A; 
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On résout le système pour en déduire que X\ = x 2 , c’est à dire E^\ est 

" 1 ~ 


engendré par 
sable. 

3) Soit f l’opérateur linéaire défini par 


Comme dim^E _ i = 1 < 2 , A n’est pas diagonali- 


M 3 

— > E 

£ 3 

x x 


3x\ — 2x 2 

x 2 


— 2 xi + 3 x 2 

. ^3 _ 


5x 3 


Trouver une base de K 3 par rapport à laquelle la matrice de f soit 
diagonale. 

Solution : Si B = {ei, 62 , 03 } est la base canonique de M 3 , alors 



" 1 " 


3 


' 0 “ 


' -2 ' 

/Ci) = /( 

0 

) = 

-2 

1 /O2) = /( 

1 

) = 

3 


_ 0 _ 


0 


_ 0 _ 


0 



' 1 ' 


' 0 " 

/(es) = /( 

0 

) = 

0 


_ 0 _ 


_ 5 _ 


On en déduit que M(f ) = 


3-2 0 
-2 3 0 

0 0 5 


par rapport à la base B. Nous 


voulons trouver une nouvelle base B = {w 1 ,w 2 ? w 3 } de telle sorte que 
la matrice Â de f relative à B' soit diagonale. Si nous désignons par 
P la matrice de passage de la base canonique B à la base inconnue B , 
on a A = P -1 AP; c’est à dire P diagonalise M(f). D’après l’exemple 
1 ), nous obtenons 



1 0 1' 


'5 0 0 ' 

P = 

-1 0 1 

et A = 

0 5 0 


0 i 0_ 


_0 0 1 _ 



Chapitre 5 : Valeurs Propres et Vecteurs Propres 


Les colonnes de P sont 


u\ = e\ - e 2 
u 2 = e 3 
u 3 = e\ + e 2 


qui produisent la matrice diagonale A de f. 



